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Densite´ d’e´tat surfacique pour une classe
d’ope´rateurs de Schro¨dinger du type a`
N-corps
Boutheina Souabni
Abstract: We are interested in quantum systems composed of a finite number of particles and described
by Hamiltonians which are random Schro¨dinger operators Hω := −∆ + V ω on L2(X), where X is a
finite dimensional Euclidean space and ∆ is the Laplace-Beltrami operator on X . We consider X as the
configuration space of the system and we assume that {Xn}16n6N0 is a family of linear subspaces of X .
The orthogonal complement of Xn in X is denoted X
n and is considered as the configuration space of a
subsystem. We assume that V ω is a sum of potentials vωn : X −→ R, 1 6 n 6 N0, which are ergodic
with respect the translation group of Xn and which are rapidly decaying in any direction of X
n. The aim
of this paper is to show the existence of a thermodynamical limit. This limit defines an object which is a
type of a the integrated density of states in the case of two body systems.
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1 Introduction
On s’inte´resse a` un syste`me quantique forme´ d’un nombre fini de particules dont l’hamil-
tonien est de´fini par un ope´rateur de Schro¨dinger ale´atoire Hω := −∆+ V ω dans l’espace
de Hilbert L2(X), ou` X est un espace euclidien de dimension finie et ∆ est l’ope´rateur de
Laplace-Beltrami. On conside`re X comme l’espace de configuration des particules et on
fixe une famille {Xn}06n6N0 de sous-espaces de X . Le supple´mentaire orthogonale de Xn
dans X est note´ Xn, il est conside´re´ comme l’espace de configuration d’un sous-syste`me
du syste`me initial des particules, pour plus de de´tails sur le proble`me a` N-corps voir [1].
On suppose que V ω est une somme des potentiels vωn : X −→ R ergodiques par rapport
au groupe des translations de Xn et de´croissantes rapidement en direction de X
n.
Le but de cet article est de montrer l’existence d’une limite thermodynamique. Cette
limite de´finit un objet du type de la densite´ d’e´tat qui correspond a` la densite´ d’e´tat
surfacique dans le cas du syste`me a` 2 corps .
Plus pre´cisement on suppose X = (Rd, < ., . >) muni du produit scalaire
< x, y >:=
∑
16j,k6d
gjkxjyk
et
∆ :=
∑
16j,k6d
gjk
∂2
∂xj∂xk
,
1
ou` (gjk) est une matrice syme´trique strictement positive et (g
jk) son inverse. Par con-
se´quent :
(1.1) Hω = −∆+
N0∑
n=0
vωn(x).
On suppose que (Ω, P ) est un espace de probabilite´. Pour tout z ∈ X on conside`re
τz : Ω→ Ω mesurable, pre´servant la mesure tel que vωn(x+z) = vτzωn (x) pour tout z ∈ Xn.
On suppose que (τz)z∈Xn est ergodique pour n = 1, 2, ...., N0. On suppose pour tout γ > 0
il existe une constante Cγ > 0 telle que
| vωn(x) |6 Cγ(1+ | πnx |)−γ,
ou` πn : X −→ X de´signe la projection sur Xn le long de Xn.
Notations : On pose X0 = X, H0 = −∆+ v0(x),
et dn = dimXn avec d = d0 > d1 > d2.... > dN0 > 0.
On de´signe par AL = BX(0, L) la boule dans X de centre 0 et de rayon L et χAL de´signe
sa fonction caracte´ristique.
Pour tout f ∈ C∞0 (R) on de´finit :
(1.2) νLs :=
1
µd1L
d1
tr{χAL(f(H)− f(H0))}.
ou` µdk le volume de la boule unite´ habituelle dans R
dk .
La justification du fait que la quantite´ νLs soit bien de´finie se trouve dans la section 4 (voir
proposition (4.1)).
Le re´sultat principal de cette partie est le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.1. Existence de la densite´ d’e´tat surfacique
On suppose que f ∈ C∞0 (R). Alors lim
L→∞
νLs (f) = νs(f) existe P-presque partout et elle
est non ale´atoire .
Si f ∈ C∞0 (R) ve´rifie f > 0 et suppf ⊂ R\σ(H0) alors,
νLs (f) =
1
µd1L
d1
tr{χALf(H)} > 0.
Ainsi la fonctionnelle νLs est positive, et νs l’est aussi. D’apre`s le the´ore`me de repre´sentation
de Riesz on obtient,
Corollaire 1.2. La restriction de νs a` R\σ(H0) est une mesure positive.
Dans la the´orie spectrale de l’ope´rateur de Schro¨dinger (continu ou discret) il y a deux
classes d’ope´rateurs qui ont e´te´ tre`s e´tudie´es. La premie`re classe est celle des ope´rateurs
dont le potentiel est de´croissant a` l’infini, elle fait l’objet de la the´orie de diffusion. L’une
des notions importantes de cette the´orie est la fonction de de´placement spectral, introduite
par I. Lifshitz et M. Krein [14]. La seconde classe est forme´e par des ope´rateurs dont le
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potentiel est par exemple pe´riodique, presque pe´riodique, quasi pe´riodique ou ale´atoire
ergodique (voir par exemple [2], [3], [9], [10], [13]). Dans ce cas il y a une caracte´ristique
importante a` savoir la densite´ d’e´tat inte´gre´e qui de´tecte le spectre de H.
Il y a une autre classe d’ope´rateurs, qui est le cas interme´diaire, ou` le champ ale´atoire
ergodique est porte´ par une surface de l’espace tout entier, conside´re´ par Chahrour [4]
pour le cas discret, et par Schro¨der, Simon, Kirsch, English dans le cas continu et discret
([6], [7]). Ces travaux ont e´te´ consacre´s a` la construction de l’objet appele´ la densite´ d’e´tat
surfacique qui de´tecte le spectre de H .
C’est pourquoi nous nous concentrons ici sur le cas de Schro¨dinger continu de´fini ci dessus,
nous prouvons (The´ore`me 1.1) qu’une quantite´ analogue adopte´e a` notre situation et que
nous appelons aussi “ la densite´ d’e´tat surfacique” existe en tant que distribution.
Les de´monstrations utilisent les commutateurs convenablement exploite´s, la proprie´te´ de
la norme trace et des proprie´te´s de l’ope´rateur e−tH .
Remarque : On note
Hn = H0 + vn, ν
n
s,L =
1
µdnL
dn
tr{χAL(f(Hn)− f(H0))}.
Alors νns (f) = lim
L→∞
νns,L(f) existe et le raisonnement pre´sente´ dans cet article permet de
lier le suppνs et suppν
n
s :
supp(νs)\σ(H0) =
N1∪
n=1
supp(νns )\σ(H0),
avec N1 = #K et K = {n ∈ N, dn = d1}. (On peut dire que pour 1 6 n 6 N1 le potentiel
vn est une interaction a` 2 corps). Or on a toujours
supp(νs)\σ(H0) ⊂ σ(H)\σ(H0),
par conse´quent on trouve
∪
n∈K
supp(νns )\σ(H0) ⊂ σ(H)\σ(H0).
Si on suppose de plus que pour tout n ∈ {1, ..., N0}, la fonction vn est continue et presque
pe´riodique par rapport a` πnx, on a alors un re´sultat analogue a` celui de Chahrour [4] sur
le spectre :
supp(νns )\σ(H0) = σ(Hn)\σ(H0)
La preuve de ce re´sultat sera donne´e dans un travail ulte´rieur.
2 Preuve du The´ore`me 1.1
La de´monstration de ce the´ore`me s’appuie sur les Propositions 2.1, 2.6 et 2.7. Pour les
e´noncer nous avons besoin des notations suivantes :
Posons πn : X −→ X la projection sur Xn avec Imπn = Xn, Kerπn = Xn et πn = IX−πn.
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Pour p > 1 on note || A ||Bp= (tr | A |p)
1
p et on dit que A est un ope´rateur a` trace si
|| A ||B1<∞.
Pour k ∈ Zd, on note χk la fonction caracte´ristique du cube Ck = k + [−12 , 12 ]d et
| k |1= k1 + ..... + kd.
Proposition 2.1. Soit α ∈]0, 1
d2
[, pour tout n ∈ {1, ....., N0} on note :
AL,n := {x ∈ AL/ | πnx |6 Lα}.
Alors pour toute f ∈ C∞0 (Rd), on a :
lim
L→∞
1
µd1L
d1
tr{χAL,n(f(H)− f(Hn))} = 0 .(2.1)
Pour montrer cette proposition nous utilisons les lemmes suivants :
Lemme 2.2. Pour tout N ∈ N il existe une constante c′N > 0 telle que :
|| χme−tHχk ||B16
c′N
td(1+ | k −m |N) ,
si 0 < t 6 1. Plus ge´ne´ralement pour tout χ ∈ C∞0 (Rd), on a
|| χe−tH ||B16 Ct−dµ(χ),
ou` µ(χ) = #{j ∈ Zd : suppχ ∩ Cj 6= ∅} et Cj = j + [−12 , 12 ]d.
Lemme 2.3. Pour tout ǫ > 0 et 0 < t 6 1 on a
lim
L→∞
1
µd1L
d1
|| (1− χǫ)χAL,n(e−tH − e−tHn) ||B1= 0,
ou` χǫ est la fonction caracte´ristique de
{x ∈ AL,n/ min
16n6N0
| πnx |6 Lǫ} = AL,n\ ∩N0n=1 {| πnx |> Lǫ}.
Pour la preuve des deux lemmes voir paragraphe 4.
Lemme 2.4. Pour tout n ∈ {1, ...., N0}, on a :
(2.2) lim
L→∞
1
µd1L
d1
tr{χAL,n(e−Hn − e−H)} = 0 .
Preuve : On va utiliser la commutation avec des fonctions-troncatures. Soient α ∈]0, 1
d2
[,
on de´finit wLα par :
wLα := χA3L,n ∗ γLα(x),
ou`
γL(x) = L
−dγ1(
x
L
) , γ1 ∈ C∞0 (X) et
∫
γ1(x)dx = 1.
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Il est clair que
| ∂βxwLα(x) |6 cβL−|β|α,
pour tout β ∈ Nd et choisissant γ1 convenablement on peut assurer
wLα(x) = 0 si | πnx |> 4Lα et wLα(x) = 1 si | πnx |6 2Lα.
De la meˆme fac¸on on de´finit w˜L qui ve´rifie
| ∂βx w˜L(x) |6 cβL−|β|,
pour tout β ∈ Nd et
w˜L(x) = 0 si | πnx |> 4L et w˜L(x) = 1 si | πnx |6 2L.
Dans la suite on pose wL(x) = w˜L(x)wLα(x). En vertu du Lemme 2.3, montrer (2.2)
e´quivaut a` montrer :
lim
L→∞
1
µd1L
d1
|| χǫχAL,n(e−Hn − e−H) ||B1= 0,
et compte tenu de χAL,nwL(x) = χAL,n(x), on a
|| χǫχAL,n(e−Hn − e−H) ||B16|| χǫ(wLe−Hn − e−HwL) ||B1 + || χAL,ne−H(1− wL) ||B1 .
En vertue du Lemme 4.4, et vue que dist(suppχAL,n ,supp(1 − wL)) > cLα, pour tout
N > 0 il existe une constante CN > 0 telle que
|| χAL,ne−H(1− wL) ||B16 cNL−N .
Ainsi pour montrer (2.2) il suffit de montrer que :
(2.3) lim
L→∞
1
µd1L
d1
|| χǫ(wLe−Hn − e−HwL) ||B1= 0.
Pour simplifier la notation on prend n = 1. On a alors
wLe
−H1 − e−HwL =
∫ t
0
d
dr
e−(t−r)HwLe
−rH1dr
=
∫ t
0
e−(t−r)H [H,wL]e
−rH1 + e−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vke
−rH1dr.
Pour montrer
lim
L→∞
1
µd1L
d1
||
∫ t
0
χǫe
−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vke
−rH1dr ||B1= 0,
on pose
J1 =
1
µd1L
d1
∫ t
2
0
χǫe
−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vke
−rH1dr,
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et
J2 =
1
µd1L
d1
∫ t
t
2
χǫe
−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vke
−rH1dr.
Le Corollaire 4.7 (voir Appendice) assure l’existence d’ une constante c > 0 telle que l’on
ait :
(2.4) ||
N0∑
k=2
vk wL e
−rH ||B16
cLd1−1+αd
rd
et
(2.5) || e−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vk ||B16
cLd1−1+αd
(t− r)d .
On obtient
|| J1 ||B1 6
1
µd1L
d1
∫ t
2
0
|| χǫe−(t−r)HwL
N0∑
k=2
vk ||B1|| e−rH1 || dr
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∫ t
2
0
c
L1−αd(t− r)ddr → 0 si L →∞.
Il en est de meˆme pour J2, d’ou`
|| J2 ||B16
1
L1−αd
∫ t
t
2
c
rd
dr → 0 si L →∞.
Il reste a` montrer
lim
L→∞
|| 1
µd1L
d1
∫ t
0
χǫe
−(t−r)H [H,wL]e
−rH1dr ||B1= 0.
Soit
I1 =
∫ t
2
0
χǫe
−(t−r)H [H,wL]e
−rH1 dr.
Pour calculer [H,wL], on introduit
p(x, ξ) =
∑
16(j,k)6d
gjkξjξk +
N0∑
n=0
vωn(x),
on remarque que la composition p˜(x,D) := p(x,D)wL(x), (voir [12]), posse`de le symbole
p˜(x, ξ) :=
∑
α
1
i|α|α!
[(∂αξ p)(x, ξ) ∂
α
xwL(x)].
On obtient :
[H,wL] =
∑
16(j,k)6d
igjk
1
Lα
WL,j(Dk +Dj) +
∑
16k6d
gkk
W˜L,k
L2α
,
6
ou`
WL,j(x) = L
α∂jwL(x), W˜L,j(x) = L
2α∂2j2wL(x)
sont uniforme´ment borne´es par rapport a` L. Par conse´quent,
|| I1 ||B1 6
d∑
j=1
c
µd1L
d1+α
∫ t
2
0
||χǫe−(t−r)HWL,j||B1 ||Dj(H1 + c)−1/2 || || (H1 + c)1/2e−rH1 || dr
+
d∑
j=1
c
µd1L
d1+α
∫ t
2
0
|| χǫe−(t−r)HW˜L,j ||B1|| e−rH1 || dr.(2.6)
Comme pour tout ǫ > 0 il existe c > 0 telle que
µ(χǫ) 6 cL
ǫ(d−d1)+d1 ,
on peut conclure par le Lemme 2.2 que
|| χǫe−(t−r)HW˜L,j ||B16 cLǫ(d−d1)+d1(t− r)−d
et
|| χǫe−(t−r)HWL,j ||B16 cLǫ(d−d1)+d1(t− r)−d.
Ainsi l’expresion (2.6) est majore´e par∫ t
2
0
C√
r
1
Lα−ǫ(d−d1)
dr,
et en choisissant ǫ > 0 suffisament petit on obtient :
lim
L→∞
|| I1 ||B1= 0.
De meˆme, soit
I2 =
1
µd1L
d1
∫ t
t
2
χǫe
−(t−r)H [H,wL]e
−rH1dr,
et pareillement
|| I2 ||B1 6
d∑
j=1
c
µd1L
d1+α
∫ t
t
2
|| χǫWL,je−rH1 ||B1 || Dj(H + c)−1/2 || || (H + c)1/2e−(t−r)H || dr
+
d∑
j=1
c
µd1L
d1+α
∫ t
t
2
|| χǫW˜L,je−rH1 ||B1 || e−(t−r)H || dr
6
∫ t
t
2
C√
t− r
1
Lα−ǫ(d−d1)
dr → 0 si L →∞.
Ainsi pour L →∞ on a :
|| I ||B1=
1
µd1L
d1
||
∫ t
0
χǫe
−(t−r)H [H,wL]e
−rH1dr ||B16 || I1 ||B1 + || I2 ||B1→ 0.♦
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Preuve de la Proposition 2.1 : On suppose α < 1
d2
alors on peut trouver α′ verifiant
αd < α′ < 1
d
. Pour simplifier la de´monstration on prend n = 1. Alors pour toute f ∈
C∞0 (R) on peut e´crire :
f(x) = e−xg(x),
ou` g ∈ C∞0 (R). Alors :
1
µd1L
d1
tr{χAL,1(f(H)− f(H1))} =
1
µd1L
d1
tr{χAL,1(e−Hg(H)− e−H1g(H1))}
= I˜1 + I˜2,
ou`
I˜1 =
1
µd1L
d1
tr{χAL,1(e−H − e−H1)g(H)} ,
et
I˜2 =
1
µd1L
d1
tr{χAL,1e−H1(g(H)− g(H1))}.
En vertu du Lemme 2.3 si on prend n = 1, pour montrer lim
L→∞
I˜1 = 0 il suffit de prouver
lim
L→∞
˜˜
I1 = 0 ou` ˜˜
I1 =
1
µd1L
d1
|| χǫχAL,1(e−H − e−H1)g(H) ||B1 .
De la meˆme fac¸on que dans la preuve du Lemme 2.4 en utilisant le fait que dist(suppχAL,1 ,
supp(1 − wL)) > cLα pour tout N > 0 il existe une constant CN > telle que :
(2.7) | ˜˜I1 |6 1
µd1L
d1
(|| χǫ(wLe−H − e−H1wL) ||B1 +cNL−N) || g(H) ||,
Or d’apre`s l’expression (2.3) le premier terme de (2.7) tend vers ze´ro et vue que g(H) est
borne´ on a donc
lim
L→∞
| ˜˜I1 |= 0.
Montrons maintenant que
lim
L→∞
| I˜2 |= 0.
Soit
A′L,1 = {x ∈ AL/ | π1x |6 Lα
′}.
En utilisant la convolution avec γ1 de manie`re semblable a` celle conside´re´e au de´but de
la preuve du Lemme 2.4, on peut de´finir w′L,1 ve´rifiant :
| ∂βx (w′L,1)(x) |6 CβL−α
′|β|,
pour tout β ∈ Nd et
dist(AL,1, supp(1− w′L,1)) > cLα.
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Ainsi pour montrer que lim
L→∞
I˜2 = 0 il suffit de montrer que lim
L→∞
˜˜
I2 = 0 ou`
˜˜
I2 =
1
µd1L
d1
|| χAL,1e−H1(w′L,1g(H)− g(H1)w′L,1) ||B1 .
En effet, en suivant le meˆme proce´dure que
˜˜
I1, pour tout N > 0 il existe une constante
CN > 0 telle que
| I˜2 | = | 1
µd1L
d1
tr{χAL,1w′L,1e−H1(g(H)− g(H1))} |
6
1
µd1L
d1
˜˜
I2 + CNL
−N .
En utilisant la formule de Helffer-Sjo¨strand :
si f ∈ C∞0 (R), il existe f1 ∈ C∞0 (C) telle que
| ∂z¯(f1) |6 cN | Imz |N ,
pour tout N ∈ N et
f(H) = c
∫
K2
∂z¯f1(a + ib)(H − (a + ib))−1dadb,
ou` supp(f1) ⊂ K2. Si on pose Rz(H) = (H − z)−1, on obtient
| ˜˜I2 | 6 c
µd1L
d1
|| χAL,1e−H1
∫
K2
∂z¯f1(a+ ib)(w
′
L,1Rz(H)− Rz(H1)w′L,1)dadb ||B1
6
C
µd1L
d1
∫
K2
sup
z∈C\R
{|| χAL,1e−H1(w′L,1Rz(H)− Rz(H1)w′L,1) ||B1 | ∂z¯f1 |})dadb.
Or
I˜(2,z) = w
′
L,1Rz(H)− Rz(H1)w′L,1 = Rz(H1)((H1 − z)w′L,1 − w′L,1(H − z))Rz(H)
= Rz(H1)([H1, w
′
L,1]−
N0∑
k=2
w′L,1vk)Rz(H).
Ainsi
||χAL,1e−H1 I˜(2,z) ||B1 6 ||χAL,1e−H1||B1 || Rz(H1)[H1, w′L,1]Rz(H) ||
+ || Rz(H1) || || χAL,1e−H1
N0∑
k=2
w′L,1vk ||B1|| Rz(H) || .(2.8)
Graˆce a` l’estimation du commutateur, en remplac¸ant Lα
′
au lieu Lα dans la preuve du
Lemme 2.4 et en vertu du Lemme 2.2 et en utilisant µ(AL,1) 6 cL
d1+αd, le premier terme
de l’expression (2.8) est majore´ par
c
| Imz |2L
d1+αd−α′ .
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D’apre`s l’expression (2.5) le deuxie`me terme est majore´ par
c
| Imz |2L
d1−1+α′d.
Ainsi en utilisant le fait que αd < α′ < 1
d
on conclue :
| ˜˜I2 |6 c CLαd−α′ + c CLd1−1+α′d−d1 → 0 si L →∞,
ce qui ache`ve la de´monstration. ♦
En reprenant encore une fois la meˆme convolution de γ1, on peut de´finir une fonction
lisse wL,α a` support compact telle que
wL,αχ{x∈AL\|πnx|>CLα} = χ{x∈AL\|πnx|>CLα} et | ∂βwL,α |6 cβL−|β|α
pour tout β ∈ Nd. Alors le Lemme 4.5 assure que pour tout N ∈ N il existe une constante
cN > 0 telle que :
||
N0∑
n=1
vnwL,αe
−tH ||B16
cN
tdLN
et
|| e−tHwL,α
N0∑
n=1
vn ||B16
cN
tdLN
,
pour tout 0 < t 6 1. Par conse´quent suivant les meˆmes e´tapes que la de´monstration de
la Proposition 2.1, on obtient :
Proposition 2.5. Pour toute f ∈ C∞0 (Rd). Si JL ⊂ ∩N0n=1{x ∈ AL\ | πnx |> CLα},
alors :
lim
L→∞
1
µd1L
d1
tr{χJL(f(H)− f(H0))} = 0 .
Proposition 2.6. Si f ∈ C∞0 (R) et νLs (f) est donne´e par (1.2), alors
lim
L→∞
| νLs (f)−
1
µd1L
d1
N0∑
n=1
tr{χAL,n(f(Hn)− f(H0))} |= 0.
Preuve : En utilisant :
χ
∪
N0
n=1AL,n
=
N0∑
n=1
(χAL,n − χAL,n∩BL,n−1)
ou`
BL,n =
n∪
k=1
AL,k pour k > 1 et BL,0 = ∅,
on peut e´crire
χAL = χAL\BL,N0 + χBL,N0
= χAL\BL,N0 +
N0∑
n=1
(χAL,n − χAL,n∩BL,n−1).
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Il est clair que :
νLs =
1
µd1L
d1
tr{χAL(f(H)− f(H0))}
=
1
µd1L
d1
(
N0∑
n=1
tr{χAL,n(f(H)− f(H0))} −
N0∑
n=1
tr{χAL,n∩BL,n−1(f(H)− f(H0)))
+
1
µd1L
d1
tr{χAL\BL,N0 (f(H)− f(H0))}.
On remarque que la mesure de Lebesgue
mes{AL,n ∩BL,n} 6 cLd1−1,
par conse´quent
(2.9) µ(χAL,n∩BL,n) 6 cL
d1−1.
De la meˆme fac¸on que le Lemme 2.2 et la Proposition 4.1, on peut conclure par l’expression
(2.9) :
| 1
µd1L
d1
N0∑
n=1
tr{χAL,n∩BL,n(f(H)− f(H0))} | 6
1
µd1L
d1
N0∑
n=1
c(f)cLd1−1
6 N0c(f)cL
−1 → 0 si L →∞.
En vertu de la Proposition 2.1 on a,
lim
L→∞
1
µd1L
dn
tr{χAL,nf(Hn)} = lim
L→∞
1
µd1L
dn
tr{χAL,nf(H)}.
Ce qui donne
lim
L→∞
N0∑
n=1
1
µd1L
d1
tr{χAL,n(f(Hn)− f(H0))} = lim
L→∞
N0∑
n=1
1
µd1L
d1
tr{χAL,n(f(H)− f(H0))}.
Ainsi pour prouver la Proposition 2.6, il suffit de montrer :
lim
L→∞
| 1
µd1L
d1
tr{χAL\AL,n(f(H)− f(H0))} |= 0.
Soit
IL =
1
µd1L
d1
tr{χAL\AL,n(f(H)− f(H0))},
on choisit C >0 tel que AL\AL,n ⊂ BL, avec
BL =
N0∩
n=1
{x ∈ AL\ | πnx |> CLα},
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par conse´quent
| IL |6 1
µd1L
d1
| tr{χBL(f(H)− f(H0))} | .
Or d’apre`s la Proposition 2.5 on a
lim
L→∞
| IL |= 0.
D’ou`
lim
L→∞
| νLs (f)−
1
µd1L
d1
N0∑
n=1
tr{χAL,n(f(Hn)− f(H0))} |= 0. ♦
Pour chaque n ∈ {1, ..., N0}, on peut trouver un syste`me des cordonne´es tel que H0 =
−∆+ v0 s’e´crit H˜0 = −
∑
16j6d
∂2
∂x2j
+ v˜0 et vn(x) = v˜n(x
′, x′′) avec
| vn(x′, x′′) |6 cN
1+ | x′ |N ,
pour tout n > 1, x′ ∈ Rd−dn et x′′ ∈ Rdn . Soit H˜n = H˜0 + v˜n et jn : Xn −→ Rdn un
isomorphisme d’espaces euclidiens sur Rdn et de´finissons
π˜n := jn ◦ πn et π˜n := IRdn − jn ◦ πn,
et A˜L,n = {x˜ ∈ A˜L, | π˜nx |6 Lα} ou` A˜L la boule habituelle de rayon L . Pour
(j, i) ∈ (Zd−dn × Zdn) ∩ A˜L,
on introduit la notation suivante :
αj,i = αj,i(f) = tr{χBj,i(f(H˜n)− f(H˜o))}
ou` Bj,i est le cube unite´ de centre (j, i). On aura besoin de la proposition suivante qui
sera de´montre´e dans le paragraphe 3 :
Proposition 2.7. Il existe une constante d(f) > 0 telle que :
E(| αj,i |) 6 d(f)
1+ | j |2(d−dn)1
,
ou` | j |1= j1 + j2 + ...+ jd−dn et E(...) de´signe l’espe´rance de (Ω,P).
Preuve du The´ore`me 1.1 :Le re´sultat du The´ore`me 1.1 de´coule de :
(2.10) ν˜L,ns (f) =
1
µdnL
dn
tr{χA˜L,n(f(H˜n)− f(H˜0))},
il suffit, alors de montrer (2.10) quand L→∞. On peut remplacer χA˜L,n par χA˜′L,n ou`
A˜′L,n = ∪
(j,i)∈Zd∩A˜L,n
B(j,i)
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et B(j,i) est le cube unite´ de centre (j, i) . En effet
µ(χA˜′
L,n
\ χA˜L,n) 6 cLdn−1+α(d−dn)
on de´duit que
lim
L→∞
| ν˜L,ns (f)−
1
µdnL
dn
∑
(j,i)∈Zd∩A˜L,n
tr{χBj,i(f(H˜n)− f(H˜o))} |= 0.
Soit ǫ > 0, il existe M>0 tel que :
∑
{(j,i)∈Zd∩A˜L,n/|j|1>M}
d(f)
1+ | j |2(d−dn)1
6
ǫ
2
.
On peut e´crire alors,
ν˜L,ns (f) =
1
µdnL
dn
∑
(j,i)∈A˜L,n∩Zd
αj,i
=
1
µdnL
dn
∑
{(j,i)∈A˜L,n∩Zd/|j|16M}
αj,i +
1
µdnL
dn
∑
{(j,i)∈A˜L,n∩Zd/|j|1>M}
αj,i.(2.11)
En vertu de la Proposition 2.7, le deuxie`me terme de l’expression (2.11) se majore par
ǫ/2 :
E(| 1
µdnL
dn
∑
{(j,i)∈A˜L,n∩Zd/|j|1>M}
αj,i |) 6
∑
{j∈Zd−dn/|j|1>M}
E(| αj,i |)
6
∑
{j∈Zd−dn/|j|1>M}
d
1+ | j |2(d−dn)1
6
ǫ
2
,
alors que le premier terme de l’expression (2.11) converge
1
µdnL
dn
∑
{(j,i)∈A˜L,n∩Zd/|j|16M}
αj,i =
1
µdnL
dn
∑
|j|16M
∑
|i|2+|j|26L2
αj,i
=
1
µdnL
dn
∑
|j|16M
∑
i∈B(0,
√
L−|j|2)
αj,i
∼
L→∞
∑
|j|16M
1
µdn(L− | j | 2)(d−dn)/2
∑
i∈B(0,
√
L−|j|2)
αj,i.(2.12)
Or en utilisant le the´ore`me ergodique de Birkhoff voir ([10], [3]) on a l’existence de la limite
de (2.12 ) si L → ∞ presque partout et e´gale a` E(αj,0). Donc on a de´montre´ l’existence
de :
lim
L→∞
ν˜L,ns = ν
n
s ,
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on peut conclure que
lim
L→∞
νL,ns = lim
L→∞
1
µdnL
dn
tr{χAL,n(f(Hn)− f(H0))} = νns .
Par conse´quent si n 6∈ K = {n ∈ N, d1 = dn} on a :
lim
L→∞
1
µd1L
d1
tr{χAL,n(f(Hn)− f(H0))} = 0,
d’ou`
lim
L→∞
νLs = lim
L→∞
1
µd1L
d1
∑
n∈K
tr{χAL,n(f(H1)− f(H0))} =
∑
n∈K
νns .
Pour terminer la de´monstration du The´ore`me 1.1, il reste a` de´montrer la Proposition
2.7. ♦
3 Preuve de la Proposition 2.7
Dans cette partie, on va montrer un re´sultat ge´ne´ral. On suppose que v1 est un potentiel
dans Rd, avec v1 ergodique par rapport a` x
′′ ∈ Rd−d1 et
| v1(x′, x′′) |6 cN
1+ | x′ |N .
On de´finit H1 = H0+ v1 avec H0 le laplacien sur R
d. Soient Bj,i pour j ∈ Zd1 , i ∈ Zd−d1
la boule
Bj,i = {(x′, x′′) ∈ Rd/ | x′ − j | 2+ | x′′ − i | 2 6 c2},
et
αj,i = αj,i(f) = tr{χBj,i(f(H1)− f(Ho))}.
Donc la Proposition 2.7 re´sulte de la proposition suivante :
Proposition 3.1. On suppose que f ∈ C3(R) et f (l)(x) = 0(e−αx) pour un certain
(α > 0 et l = 1, 2, 3) si x→∞. Alors il existe une constante d(f) > 0 telle que :
E(| αj,i |) 6 d(f)
1+ | j |2d11
ou` | j |1= j1 + j2... + jd1 et E de´signe l’espe´rance de (Ω,P).
On va commencer par le cas particulier f(x) = 0(e−tx) pour t > 0. Puisque H1 et H0
sont borne´s, on peut supposer que H1 > 1 et H0 > 1.
Pour la preuve de la Proposition 3.1, on va utiliser les deux lemmes suivants :
Lemme 3.2. Pour certains β, γ, λ > 0,
| αj,i(e−tx) | 6 λe−γ|j|
d1
1 e−βt.
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Lemme 3.3. Soit ψ(z) = e−βzαj,i(e
−z) une fonction complexe de´finie pour (Rez > 0).
On a alors :
ψ(t + is) 6 λe−γ|j|
d1
1 arctan
t
| s | ,
par conse´quent :
| αj,i(e−(t+is)) |6 λe−βte−γ|j|
d1
1 arctan
t
| s | .
La de´monstration de ces deux lemmes peut eˆtre trouve´e dans ([7]).
Preuve de la Proposition 3.1. Soit f ∈ C3(R) et f(x) = 0(e−αx) si x→∞(α > 0) .
On peut e´crire
f(x) =
1
(x+ c)2
g(x) si x > c > 0,
ou` g est de meˆme type que f . On a alors :
g(x) =
∫
g˜(s)e−isxds.
Par conse´quent on a :
f(H1)− f(H0) = (c +H1)−2g(H1)− (c+H0)−2g(H0)
=
∫
R
((c+H1)
−2e−isH1 − (c+H0)−2e−isH0)g˜(s) ds
=
∫
R
g˜(s)
∫ ∞
0
t(e−(t+is)(H1+c) − e−(t+is)(H0+c)) dt ds,
il en re´sulte que
| αj,i(f) | = | tr{χBj,i(f(H1)− f(Ho))} |
= |
∫
R
g˜(s)
∫ ∞
0
t tr{χcj,i(e−(t+is)(H1+c) − e−(t+is)(H0+c))} dt ds |
6
∫
R
g˜(s)
∫ ∞
0
t | αj,i(e−(t+is)(x+c)) | dt ds
6
∫
R
g˜(s)
∫ ∞
0
te−βte−γ|j|
d1
1
arctan t
|s|dt ds.(3.1)
Or ∫ ∞
0
te−βte
−γ|j|
d1
1
arctan t
|s| dt 6
K(1 + s2)
1+ | j |2d11
.
On conclut que le membre droit (3.1) peut eˆtre estime´ par
D1
1+ | j |2d11
∫
| g˜(s) | (1 + s2) ds 6 d
1+ | j |2d11
,
ou` d de´pend seulement de la fonction g et par conse´quent de la fonction f. ♦
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4 Appendice
Pour simplifier les preuves, on prend t ∈]0, 1] le long de ce paragraphe.
Proposition 4.1. Pour tout χ ∈ C∞0 (Rd), et | f(x) |6 ce−x;
|| χf(H) ||B16 c(f)µ(χ),
ou` µ(χ) = #{j ∈ Zd : suppχ ∩ Cj 6= ∅} et Cj = j + [−12 −12 ]d.
Pour montrer la Proposition 4.1 nous utilisons les lemmes suivants :
Lemme 4.2. Pour tout N ∈ N il existe une constante CN > 0 telle que pour tout n, k ∈ Zd
on ait :
|| χne−tHχk ||B26
CN
td/2(1+ | n− k |N) .
Preuve : D’apre`s l’article de Davies ([5]) on a :
e−tHϕ(x) =
∫
Kt(x, y)ϕ(y)dy,
avec 0 6 Kt(x, y) 6 ct
−d/2e−a|x−y|
2
. Par suite
(4.1) || χne−tHχk ||2B2=
∫∫
| χn(x)χk(y)Kt(x, y) |2 dxdy 6 Ct−de−α|n−k|2,
or pour tout N ∈ N il existe une constante CN > 0 telle que e−α|n−k|2 6 CN1+|n−k|N , alors
on peut majorer (4.1) comme enonce´ dans le Lemme 4.2. ♦
Lemme 4.3. Pour tout N ∈ N il existe une constante CN > 0 telle que pour tout n, k ∈ Zd
on ait :
|| χne−tHχk ||B16
CN
td(1+ | n− k |N) .
Preuve : En utilisant la partition de l’identite´ on e´crit
|| χne−tHχk ||B1 =
∑
m∈Zd
|| χne−tH/2χ2me−tH/2χk ||B1
6
∑
m∈Zd
|| χne−tH/2χm ||B2 || χme−tH/2χk ||B2
6
∑
m∈Zd
cN
td/2(1+ | n−m |N)
cN
td/2(1+ | k −m |N)
6
CN
td(1+ | k − n |N) . ♦
Lemme 4.4. Soit n ∈ Z et soit w une fonction mesurable telle que 0 6 w 6 1 . On pose
L = dist(suppw, n) + 1. Alors pour tout N ∈ N il existe CN inde´pendant de w et n tel
que :
|| χne−tHw ||B16
CN
tdLN
.
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Preuve : En utilisant le fait que
w = w
∑
{m∈Zd/|m−n|>L}
χm,
on a l’estimation suivante :
|| χne−tHw ||B1 6
∑
{m∈Zd/|m−n|>L}
|| χne−tHχm ||B16
∑
{m∈Zd/|m−n|>L}
c2N
td(1+ | n−m |2N)
=
∑
{k∈Zd/|k|>L}
c2N
td(1+ | k |2N) 6
∑
{k∈Zd/|k|>1}
c2N
td(1+ | k |N LN)
6
c2N
LN td
∑
{k∈Zd/|k|>1}
1
| k |N 6
C2N
tdLN
.
Ainsi la de´monstation est acheve´e . ♦
Preuve de la Proposition 4.1. : En utilisant la partition de l’identite´
I =
∑
n∈Zd
χ2n, et χ = χ
∑
j∈J
χj
ou` J = {j ∈ Zd : suppχ ∩ Cj 6= ∅}, on e´crit
χe−tH = χ
∑
n∈Zd,j∈J
χje
−Hχn.
Donc il existe c0 tel que pour tout n ∈ Zd, j ∈ J on a
1+dist(suppχj , suppχn) > c0(1+ | n− j |), par conse´quent
|| χe−tH ||B1 6
∑
n∈Zd,j∈J
|| χje−tHχn ||B1
6
∑
n∈Zd,j∈J
cNc
(1+ | n− j |)N td
6
∑
j∈J
CNc
td
6 CNct
−dµ(χ).
Si | f(x) |6 ce−x il existe g ∈ L∞(R) telle que f(x) = e−xg(x). On conclu :
|| χf(H) ||B1=|| χe−Hg(H) ||B16|| g(H) || || χe−H ||B16 c(f)µ(χ). ♦
Lemme 4.5. Soit k ∈ {1, ..., N0} et wL de´finit comme dans la preuve du Lemme 2.4 avec
n=1. Alors pour tout N ∈ N il existe une constante CN > 0 telle que
|| vkχ{x∈A4L)/|πkx|>Lα}wLe−tH ||B16 CN t−dL−N .
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Preuve : On a
|| vkχ{x∈A4L/|πkx|>Lα}wLe−tH ||B16|| vkχ{x∈A4L/|πkx|>Lα} || || w4Le−tH ||B1
6 CN ′(1+ | πkx |)−N ′ || χALe−tH ||B1
6 CN ′(1 + L
α)−N
′
cLdt−d 6 CN t
−dL−N . ♦
Lemme 4.6. Soit wL comme dans la preuve du Lemme 2.4 avec n=1, pour tout k ∈
{2, ..., N0}, il existe une constante c > 0 telle que
|| vkχ{x∈A4L/|πkx|<Lα}wLe−tH ||B16 ct−dLd1−1+αd.
Preuve : Tout x ∈ X peut s’e´crire de fac¸on unique de la forme x = x′+x′′ ou` x′ ∈ X1∩Xk
et x′′ ∈ (X1 ∩ Xk)⊥. Or si de plus x ∈ A4L donc | x′ |6 4L et en utilisant le fait que
dist(x,Xk) 6 L
α et dist(x,X1) 6 cL
α si x ∈ suppwL donc | x′′ |= dist(x,X1 ∩Xk) 6 cLα.
Par conse´quent
|| vkχ{x∈A4L/|πkx|<Lα}wLe−tH ||B1 6 c || χ{x∈A4L/|x′′|<cLα}e−tH||B1 .(4.2)
Si on pose dk,1 = dim(X1 ∩ Xk) on remarque que dk,1 6 d1 − 1. Ainsi en utilisant la
Proposition 4.1 et le fait que µ(χ{x∈A4L/|x′′|<cLα}) 6 cL
dk,1+α(d−dk,1), on a le membre de
gauche de (4.2) est majore´ par
Ct−dLdk,1+α(d−dk,1) 6 Ct−dLd1−1+αd. ♦
Corollaire 4.7. On a l’estimation (2.4) et (2.5).
Preuve : En utilisant la partition de l’identite´
I = χ{x∈A4L/|πkx|<Lα} + χ{x∈A4L/|πkx|>Lα},
en vertu du Lemme 4.5 et 4.6 on a
|| vkwLe−tH ||B1 6 || vkχ{x∈A4L/|πkx|<Lα}wLe−tH ||B1
+ || vkχ{x∈A4L/|πkx|>Lα}wLe−tH ||B1
6 cN t
−dL−N + Ct−dLd1+αd.
Par conse´quent on a
||
N0∑
k=2
vkwLe
−tH ||B16
N0∑
k=2
c(Lαd+d1−1 + L−N )
td
6 C
(Lαd+d1−1 + L−N)
td
,
d’ou` l’estimation (2.4). De la meˆme fac¸on, on montre que (2.5) a lieu. ♦
Dans cette partie on va montrer le lemme 2.3, pour cela on a besoin de ces deux lemmes
suivants.
Lemme 4.8. Pour tout ǫ > 0, N ∈ N, il existe une constante CN > 0 telle que :
|| χke−tH(1− χB(k,Lǫ)) ||B16 CNL−ǫN t−d.
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Preuve : En utilisant
1− χB(k,Lǫ) =
∑
{m∈Zd,dist(k,m)>Lǫ}
χm(1− χB(k,Lǫ)),
on a
|| χke−tH(1− χB(k,Lǫ)) ||B1 6
∑
{m∈Zd,dist(k,m)>Lǫ}
|| χke−tHχm ||B1
6
∑
{m∈Zd,dist(k,m)>Lǫ}
cN t
−d
1+ | k −m |N 6
∑
|m|>Lǫ
cN t
−d
1+ | m |N
6
∑
|m|>Lǫ
cN t
−d
1 + (Lǫ/2
√
m)N
6
∑
|m|61
cN t
−d
(Lǫ/2
√
m)N
6 CNL
−ǫN/2t−d. ♦
Lemme 4.9. Soit Lk = dist(k,∪N0n=1Xn)+1. Alors pour tout N ∈ N, il existe une constante
CN > 0 telle que
(4.3) || χk(e−tH − e−tHn) ||B16 CNL−N/2k t−d
Preuve : Pour simplifier la de´monstration on prend n = 0. On va utiliser la re´currence
par rapport a` N ∈ N. Pour N = 0, on a toujours || χk(e−tH − e−tH0) ||B16 cot−d. On e´crit
χk(e
−tH − e−tH0) = J1 + J2 avec
J1 = χk(e
−tH − e−tH/2e−tH0/2)
et
J2 = χk(e
−tH/2e−tH0/2 − e−tH0).
Montrons tout d’abord que pour tout N ∈ N on a
(4.4) || J1 ||B16 C ′NL−N/2k t−d.
Par re´currence on suppose (4.4) est vraie pour N et on montre qu’il est vraie pour N +1.
Soit χ˜k une fonction lisse telle que | ∂αχ˜k |6 cαL−|α|k pour tout α ∈ Nd avec
χ˜k = 1 si | x− k |6 Lk
2
et χ˜k = 0 si | x− k |> Lk.
On peut ecrire
J1 = χk(e
−tH − e−tH0)χ˜k − χk(e−tH/2 − e−tH0/2)χ˜ke−tH0/2 +Rk(t),
ou` en vertu du Lemme 4.8 on a || Rk(t) ||B16 CML−Mk t−d pour tout M ∈ N. Par con-
se´quent si on note V˜ =
N0∑
n=1
vn on a
J1 =
∫ t
t
2
d
ds
[χk(e
−sH − e−sH0)χ˜ke−(t−s)H0 ]ds+Rk(t)
=
∫ t
t
2
χk(e
−sH0 − e−sH)[∆, χ˜k]e−(t−s)H0 + χke−sH V˜ χ˜ke−(t−s)H0ds+Rk(t).
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d’ou`
|| J1 ||B1 6
∫ t
t
2
|| χk(e−sH0 − e−sH) ||B1 || [∆, χ˜k]e−(t−s)H0 || ds
+
∫ t
t
2
|| χke−sH ||B1 || V˜ χ˜ke−(t−s)H0 || ds+ || Rk(t) ||B1 .(4.5)
En utilisant l’hypothe`se de re´currence et || [∆, χ˜k]e−(t−s)H0 ||6 cL−1k (t − s)−1/2 on a le
premier terme de (4.5) est majore´ par∫ t
t
2
CNs
−dL
−N/2
k cL
−1
k (t− s)−1/2ds 6 CNct−dL−N/2−1k
∫ t
t
2
(t− s)−1/2ds
6 CN+1t
−dL
−(N+1)/2
k .
Comme | V˜ (x)χ˜k(x) |6 cγL−γk pour tout γ et en vertue du Lemme 2.2 on peut majore´ le
deuxie`me terme de manie`re semblable et conclure que
|| J1 ||B16 3CN+1L−(N+1)/2k t−d.
De fac¸on similaire, en utilise la re´currence pour montrer que pour tout N ∈ N on a
|| J2 ||B16 C ′NL−N/2k t−d.
En effet, en e´crivant
J2 = χkχ˜k(e
−tH0 − e−tH)χk,ǫ − χke−tH/2χ˜k(e−tH0/2 − e−tH/2)χk,ǫ + R˜k(t)
=
∫ t
t
2
χk
d
ds
[e−(t−s)H χ˜k(e
−sH0 − e−sH)χk,ǫ]ds+ R˜k(t),
ou` χk,ǫ est une fonction a` support dans B(k, L
ǫ
k) et par le Lemme 4.8 on a
|| R˜k(t) ||B16 CML−Mk t−d. Par conse´quent
|| J2 ||B1 6
∫ t
t
2
|| (e−sH0 − e−sH)χk,ǫ ||B1|| e−(t−s)H [∆, χ˜k] || ds
+
∫ t
t
2
|| χke−(t−s)H ||B1|| V˜ χ˜ke−sH || ds+ || R˜k(t) ||B1
6
∫ t
t
2
2CNL
−N/2−1+ǫd
k (t− s)−1/2s−dds+ CNL−N/2−1k t−d
6 3CN+1L
−N/2−1+ǫd
k t
−d
6 3CN+1L
−N/2−1/2
k t
−d si ǫd 6
1
2
.
Donc
|| χk(e−tH − e−tH0) ||B16 C ′N+1L−(N+1)/2k t−d.
Ainsi l’assertion du lemme est vraie pour N + 1 et la de´monstration est acheve´e. ♦
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Preuve du Lemme 2.3. :
Comme
χAL,n(1− χǫ) = χAL,n(1− χǫ)
∑
k∈K
χk
ou` K = {k ∈ Zd, dist(k,∪nXN0n=1) > Lǫet | k |< L}, on peut conclure par le Lemme 4.9
que
|| χAL,n(1− χǫ)(e−tH − e−tHn) ||B16
∑
k∈K
|| χk(e−tH − e−tHn) ||B16 CNL−ǫN/2+dt−d
et pour N suffisament grand, on obtient
lim
L→∞
1
µd1L
d1
|| χAL,n(1− χǫ)(e−tH − e−tHn) ||B1= 0. ♦
Remerciements :
Je remercie tout d’abord M Lech Zielinski pour son aide et ses critiques pendant toute la
dure´e de mon travail. Je remercie aussi A¨ıcha pour sa collaboration dans le domaine de
l’informatique et Aladin pour sa patience .
Re´fe´rences
[1] W.O. Amrein, A. Boutet de Monvel, V. Georgescu, C0-Groups, Commutator Meth-
ods and Spectral Theory of N-Body Hamiltonians, Birkhauser Verlag, Progress in
Mathematics. vol 135 (1996).
[2] J. Avron, B. Simon, Almost periodic Schro¨dinger operators the integrated density of
states, Duke Math Journal 50 (1983) 369-391.
[3] R. Carmona, J. Lacroix, Spectral theory of random Schro¨dinger operators,
Birkhauser, Boston Inc., Boston, 1990.
[4] A. Chahrour, Densite´ d’e´tat surfacique et fonction de de´placement spectral pour un
ope´rateur de Schro¨dinger surfacique ergodique , Helv.Phys.Acta72(1999)93-122.
[5] E.B. Davies, Properties of the green’s function of some Schro¨dinger operators,
J.London Math.Soc.7(1974) 483-491.
[6] H. English, W. Kirsch, M. Schro¨der, B. Simon, Density of surface states in discrete
models, Phys.Rev.Lett. Volume 61 (1988) 1261-1262.
[7] H. English, W. Kirsch, M. Shro¨der, B. Simon, Random hamiltonians ergodic in all
but One direction, Comm.Math.Phys ,128(1990) 613-625.
[8] W. Kirsch, F. Martinelli, On the density of states of Schro¨dinger operators with a
random potential, J.Phys.A :Math.Gen .15 (1982) 2139-2156.
21
[9] S. Nakumura, A Remark on the Dirichlet-Neumann Decoupling and the integrated
density of states, Journal. Functional Analysis 197 (2001)136-152.
[10] L. Pastur, A. Figotin, Spectral of Random and Almost periodic operators, Springer
Verlag, Heidelberg 1992.
[11] M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical physics, Academic Press,New
York.
[12] D. Robert, Autour de l’approximation semi classique, Birkhauser, Boston 1987.
[13] B. Simon, Schro¨dinger semigroups, Bull Am. Math. Soc. 7, (1982) 447-526.
[14] R. Yafaev, M.Sh. Birman, The spectral shift function, St. Petersburg Math.j. vol.4
(1993), n.5 883-710.
Boutheina Souabni :
Laboratoire de mathe´matique
et physique. Institut de
Mathe´matiques de Jussieu,
F-75251 Paris, France.
E-mail: Boutheina@math.jussieu.fr
22
